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Chapitre 3
Réduction d’endomorphismes

Exercice 1 :
1. Montrons que ¢ est linéaire. Soient M, N € .#,(R) et A € R. On a

©(M + AN) = (M 4+ AN) + Tr(M + AN)I,
=(M+Te(M)-1,) + (N +Tr(N)-1,,)
= p(M) + Ap(N).

On en déduit que @ est un endomorphisme.
2. Soit A € Sp(y). 1l existe M € 4, (R) non nul tel que

oMY= M & M+Te(M)I,= M < Tr(M)L,=(\—1)M.

e Si A =1, alors M est une matrice de trace nulle. Réciproquement, si M
est une matrice de trace nulle, on a (M) = M.

e Si A # 1, alors M est une matrice scalaire et on trouve A = n + 1.
Réciproquement, on a ¢(I,) = (n + 1)I,,.

Finalement Sp(p) = {0,n + 1}, Eo(¢) = Ker(Tr) et Ep41(p) = Vect(I,,).

Exercice 2 : Le scalaire A\ € Sp(D) si et seulement s’il existe f € E non nul
tel que

D(f)=A & [ =\

Or les solutions de cette équation différentielle sont les multiples de la fonction
t — exp(At). Ainsi, "équation admet toujours une solution non nulle. Finale-
ment, on a Sp(D) = R et Ex(D) = Vect(t — exp(At)).

Exercice 3 : On montre le résultat par double inclusion.
e Soit u € Sp(u). Il existe x € E non nul tel que v~ !(x) = px. On a alors

z =u(u"(z)) = u(pz) = pu(z),

1

donc pu # 0 et u(x) = p~ta. Ainsi p = A"1 avec A = p~! € Sp(u).

e Réciproquement si A € Sp(u), il existe z € E avec x # 0 tel que u(z) = Az.
On a alors
r=u"t(u(z)) =ut(\z) = (),

donc A # 0 et u=t(z) = A~ Ainsi, A € Sp(u).

Exercice 4 : On doit déterminer les nombres A € R tels que ’équation AX =
AX est des solutions non nulles. L’équation se réécrit

r+y+z+t = Az r+y+z+1t = Az
T4y = \y - T4y = Ay
T+ z = Az zZ—y = AMz—y)
x+t = Mt t—y = ANt—vy)

On peut distinguer deux cas.
e 5i A =1, le systéme équivaut apreés simplification a

y+z+t = 0
x =0

qui admet des solutions non nulles, donc 1 € Sp(A).
e Si A #£ 1, le systéme équivaut a

(A2 —2)—-2)y = 0
x = (A=1y
z = y
t = Y.

Ce systéme admet des solutions non nulles si et seulement si
M -2X0-2=0 & A=1+V3.

Finalement, on a Sp(A4) = {1,1++/3,1—+/3}. En procédant de méme, on trouve

{O,H‘/ﬁ,l_‘/ﬁ} et Sp(C):{o,1+x/5,1—x/5}

Sp(B) = 5 5
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Exercice 5 :

1. La matrice de ¢ dans la base canonique ¢ de C3[X] est

0001
00 10
M=Mate(p) =14 | ¢ o
1000

On en déduit que x,(A) = det(ALy — M) = (A — 1)2(A + 1)2
2. On a Sp(p) = {~1,1}, mi(p) =2 et m_1(p) = 2.
3. En utilisant M, on trouve
Ei(p) = Vect( X3 + 1, X2 + X), E_1(p) = Vect(X3 —1,X? - X).
Comme dim E;(¢)+dim E_(p) = 4, on en déduit que ¢ est diagonalisable.

Exercice 6 :

1. La linéarité ne pose pas de soucis. De plus, si P € R,[X], alors u(P) €
R,,[X], donc u est un endomorphisme.

2. Pour k € [0,n], on a

k
X+1\" 1 k., Xk
Xk _ — X' = _ c.
u(X) ( 2 ) 2F < <i> ok T
=0
On en déduit que la matrice de v dans la base canonique est de la forme

1 (%)
1/2

(0)

3. Comme la matrice M est triangulaire, ces valeurs propres sont sur la dia-
gonale, donc Sp(u) = {1,1/2,...,1/2"} et les valeurs propres sont simples.

1/2n

4. Pour k € [0,n], on a

X+1

k
(x4 = (S5 - 1) = -k

donc (X — 1)* € Ey—x(u). Comme chaque valeur propre est simple, on a
dim Ey—x (u) = 1, donc Ey—r(u) = Vect((X — 1)).

Exercice 7 : Pour la matrice A, on a ya(A) = (A —1)(A —2)(A +4), donc
Sp(A4) = {—4,1,2}. Comme x4 est scindé a racines simples, la matrice A est
diagonalisable. De plus, on a

1 4 2
Ei(A)=Vect [ 1], Ey(A)=Vect| 3 |, FE_4(A)=Vect| -3
1 -2 2
Ainsi, on a A = PDP~! avec
10 0 1 4 2
D=0 2 0 et P=|1 3 -3
00 —4 1 -2 2

Pour la matrice B, on a xyg(A) = (A — 1)(X — 2)2. De plus, on a

1 1 3
E{(B) = Vect | 1 et FEy(B) = Vect 0],(2
—1 1 0

Comme dim E;(B) + dim E5(B) = 3, la matrice B est diagonalisable. On a
B =PDP™! avec

1
et P = 1

1 00 1 3
D=0 2 0 0 2

0 0 2 -1 10
Pour la matrice C, on a xo()\) = (A—1)(A2+ A +1). Le discriminant du second
facteur est strictement négatif, donc yo n’est pas scindé sur R. Ainsi, C n’est

pas diagonalisable sur R.
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Exercice 8 : Pour la matrice A, on a x4(\) = (A — 1)3. De plus, on a

1
Eq(A) = Vect [ 0
1

Comme dim E;(A) =1 < 3 =m;(A), la matrice A n’est pas diagonalisable.
Pour la matrice B, on a xg(\) = (A — 1)(A — 5)(A — ) ot j = (=1 +i/3)/2.
Comme xp est scindé & racines simples, la matrice B est diagonalisable. De
plus, on a

1 1 1
Ey(B) =Vect [ 1], E;(B)=Vect |j|, FE;(A)=Vect|j
1 J J
Ainsi, on a B = PDP~! avec
100 1 11
D=10 5 0 et P=|(1 7 j
00 j L g

Pour la matrice C, on a xc(A) = (A —=2)(A — (1 4+4))(A — (2+17)). Comme x¢
est scindé a racines simples, la matrice C' est diagonalisable. De plus, on a

—2 1 1
EQ(C) = Vect 3 s E1+¢(C) = Vect | —1 s E1+21'(C) = Vect | —2
1 0 0
Ainsi, on a C = PDP~! avec
2 0 0 -2 1 1
D=0 141 0 et P=|3 -1 -2
0 0 241 1 0 0

Exercice 9 : Pour la matrice A,,, on a x4,,(A) = (A —1)(A —2)(A —m). On
en déduit que si m ¢ {1, 2}, alors le polynome caractéristique de A, est scindé
a racines simples, donc A,, est diagonalisable. Pour m =1, on a

1
E1 (Al) =Vect |1
0

Comme dim F1 (A1) =1 < 2 = my(A1), on en déduit que A; n’est pas diago-
nalisable. Pour m = 2, on a

1 0
E5(Ay) = Vect 0,1
1 0

On a dim E(A2) = 2 = ma(Az) et dim E1(Az) = 1 = mi(Az), donc Az est
diagonalisable. Finalement A,, est diagonalisable si et seulement si m € R\ {1}.

Pour la matrice B, on a xg,,(A) = (A—2)(A—=7)(A —m). On en déduit que si
m ¢ {2, 7}, alors le polynéme caractéristique de By, est scindé & racines simples,
donc B, est diagonalisable. Pour m =2, on a

1 0
Ey(By) = Vect —-21,10
0 1

On a dimEQ(BQ) =2 = mQ(BQ) et dimE7(Bg)
diagonalisable. Pour m = 7, on a

=1 = my(B3), donc By est

2 0
E7(B7) = Vect 11,10
0 1

On a dim E7(By) = 2 = my(By) et dim Ex(By) = 1 = ma(B7), donc By est
diagonalisable. Finalement, la matrice B,, est diagonalisable pour tout m € R.
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Exercice 10 : La polyndéme caractéristique de Ry est A2 — 2cos(0)\ + 1. Le
discriminant de ce polynoéme est A = —4sin?(6).

e Si K =R, le polynéme caractéristique est scindé sur R ssi A =0, i.e § =
O[r]. Dans ces cas, on a Ry = +I5. Ainsi, la matrice Ry est diagonalisable
sur R ssi § = 0[n].

e Si K = C, on a déja vu que Ry est diagonalisable si §# = 0[r]. Dans les
autres cas, on a A < 0, donc le polynome caractéristique admet deux
racines complexes conjugués (et distinctes), donc Ry est diagonalisable
sur C. Finalement, Ry est toujours diagonalisable sur C.

Exercice 11 : Ona A= PDP~! avec

2 00 1 0 1
D=0 4 0 et P=|-2 1 0
0 0 4 1 0 -1
1 2" 44 0 2" —4n
On en déduit que A = PD"P~t =~ | 2(4" —2") 2.4" 2(4" —2")
2 2 —4n 0 2™ 44

Exercice 12 :
1. Ona A= PDP ! avec

2. On note A = Diag(1,—2). On a A% = D, donc

3 (-1 1
B = PAP _<2 0)

vérifie B3 = PA3P~! = PDP~! = A.

Exercice 13 : L’endomorphisme v est diagonalisable, donc il existe une base %
de E telle que D = Matg(v) doit diagonale. Si ’on note D = Diag(ay, ..., an),
alors il existe d1,...,0, € C tel que 02 = «; pour tout i € [1,n]. On
considére endomorphisme v € Z(F) dont la matrice dans la base £ est
A = Diag(dy,...,0,). Comme A%2 = D, on a u? = v.

Exercice 14 : On a J = PDP~! avec

1 1 1 1
1 -1 0 0
D = Diag(n,0,...,0) et D= 0 -1
: 0
1 0 0 -1

Exercice 15 :

1. Le polynéme caractéristique de A est x4(A) = A%(A —8). On en déduit que
Sp(A) = {0, 8}. De plus, on a

1 -3
Ey(A) = Vect -1 et FEg(A)= Vect -11
1 3

Comme dim(E;(A4)) = 2 < 3 = my(A), la matrice A n’est pas diagonali-
sable.

2. On cherche une base (V1, Vo, V3) de R? telle que

AVi =0, AVa=V,, AV; =8V

Ainsi, on choisit V] € Ey(A), V3 € Eg(A) et Vo € R? avec AVp = V4. On
peut prendre

1 0 -5
‘/I - -1 9 V2 = -2 9 ‘/3 = —11
1 —1 3
Ainsi, on a A = PTP~! avec
1 0 -5
P=|-1 -2 -11
1 -1 3
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Exercice 16 :

1. Le polynome caractéristique de A est x4(A\) = (A — 1)3. On en déduit que
Sp(A) = {1}. De plus, on a

1 0
E1(A) = Vect 0], 1
0 -1

Comme dim(F1(4)) =2 < 3 = m1(A), la matrice A n’est pas diagonali-
sable.

2. On cherche une base (V1, Va, V3) de R? telle que

AVI :Vb A‘/széa A‘/T?):VQ_‘_VES

Ainsi, on choisit V1, Vs € E1(A) de sorte qu’il existe V3 € R3 avec (A —
I3)V3 = V5. On peut prendre

1 0 0
VIZ 0 ) ‘/2_ 1 ) ‘/3: 0
0 -1 —1

Ainsi, on a A = PTP~! avec

1 0 0
P=10 1 0
0 —1 -1
3. On a
100 1 0 0
A =pPT"P'=P|0 1 n|P'=|0 1-n -n
0 0 1 0 n n+1

Exercice 17 : La matrice A est trigonalisable, donc il existe P € ., (C)
inversible et T' € .#,(C) triangulaire supérieure telle que A = PTP~!. Les
éléments diagonaux de T sont les valeurs propres A1,..., A, € C de A. De plus,
on a A2 = PT?P~! et les éléments diagonaux de T2 sont /\%, ..., A2 et ce sont
aussi les valeurs propres de A?. Finalement

Sp(A?%) = {\3,..., 22} = {\? | A € Sp(A)}.

On a
(i) up = 2% — 3 pour tout n € N,

Exercice 18 :

U, = 2"(1 — n) pour tout n € N,
Uy, = (5 —3n)3" pour tout n € N,
U, =5 - 3" cos (ng) + 3" lsin (n%) pour tout n € N,

(V) up = \}5 <<1+2\/5> — (1_2\/5> > pour tout n € N,

Up = 208 ((n - 1)%) pour tout n € N.
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